13 Analyticka geometrie v prostoru

Nyni se zamétfime na tfidimenziondlni prostor 7tz a vyuzijeme vlastnosti, které zde plati —
pozor V roviné mp neplati.

13.1 Poznamka: Opakovani

U = (Ug,Uz,U3) , V = (V1,V2,V3) - vektory
skalarni souCin vektorli u.v = u,;v, +u,v, + U3y,

velikost vektoru Hu = \/uf + u% + u32
- L L 1 I L T T L B
vektorovy souin @ x b= y— s
b, by |by bs[|b, b,

A= [8.1,3.2,8.3], B= [bl,bz,bg] - body
AB = (bl—al, bz-az , bg-ag)
vzdalenost bodii [AB|=||AB|| = V(b1 — a1)* + (b2 — a,)% + (bs — a3)?)

parametrické rovnice piimky p = {A, u}, u—smérovy vektor
p: X =a; +tu;
y=ap+1u; teR
Z=a3*tus
parametrické rovnice roviny p={A, u, v}, U, v — zaméfeni roviny

p:x=a trup+svy
y=a+tru,+sv, rseR
Z=az+rus+SVvj

13.2 Pozndmka: Obecna rovnice primky

ProtoZe v prostoru neexistuje jednoznacné kolmy smér ke smérovému vektoru piimky,
neexistuje v prostoru obecnd rovnice piimky.

13.3 Pozndmka: Obecna rovnice roviny

V prostoru existuje k rovin¢ jednoznacn¢ kolmy smér

p={A,a, b} ={A, ur} - uL normalovy vektor roviny

’*l:_’* A 3T Xep® AXLui® AXup=0

A =[aj,a,a3], B=[xy,z] uL =(ab,c)



AB = (x-a, y-a, , z-a3)
AX.u; =0
(x—a1) a+ (y-a2) b+ (z-a3) c=0
ax+by+cz+d=0 - obecna rovnice

Obecna rovnice je jednoznaéna az na nasobek.

llustrace A=[3,-1,2],uL=(1,3,2) X+3y+2z-4=0

13.4 Poznamka: pievody

Ptechod mezi rovnici obecnou a parametrickymi pro rovinu

1)
p:Xx=3+ t+m A=[3,-10]
y=-1+3t-m t =(1,3,-1)
Z= -t+2m m=(1,-1,2)
up=txm=(5, -3, -4)
p:5x—-3y—-4z-18=0
2)
p:X-y+2z-1=0 1 rovnice pro 3 nezndmé, dvé volime (doporucuji 0 nebo 1)

treti vypocteme
=> B =1[1,0,0]

vektory zaméfeni roviny jsou oba kolmé na vektor normalovy, ale nesméji byt jeden
nasobkem druhého a nesméji byt nulové

p1=(1,-1,2) hledame vektor u = (ug,uUp,Uz)
a musi platit p1.u=0 tj. Up-Up +2u3=0

jedna rovnice pro tfe neznamé, dveé volim, tieti vypoctu (doporucuji stiidat 0 a 1)

volim u=(1,...,0) vypoétuu = (1, -1, 0)
volim v=(..., 1,0) vypoctuv = (-1, 1, 0) Spatné v=-u
volimw = (0, ..., 1) vypoctuw = (0, 2, 1)
p:x=1+s
y= ~-s+2r
Z= r
13.5 Priklad:

Urcete vzdjemnou polohu dvojic rovin a urcete priisecnice.
a) p: 6x+7y+z-2=0 a &: x+y-z=0

b) p: x+y-2z-1=0 a 5: x=2+t+s, y=-1+t-3s, z=0+t-s

C) p: X+y-4z+6=0 a 5: 2x+2y-8z+12=0

d) p: y-z-3=0 a 5: 2x+3y+z-1=0



Resent:

a)
p: 6X+7y+z-2=0 p1=(6,7,1)
o X+y-z=0 o1=(11-1)

u=prXxo,=(8,7,-1)
normalové vektory nejsou evidentné jeden ndsobkem druhého, tedy roviny nejsou rovnobézné

prasecnice méa smerovy vektor U ; pro napsani rovnic prasecnice potiebujeme jesté bod =
spole¢ny bod obou rovin = musi vyhovovat obéma rovnicim rovin = 2 rovnice pro 3 nezndmé
jednu volim dvé vypoctu — volim y =0
ox+7y+z-2=0
xt+y-z =0 => z=x=2/7

PpNo:X=2[7T-8t,y=T7Tt,z=2/7-t

b)
p: X+y-2z-1=0 pL=(1,-1,2)
O X=2+t+s, y=-1+t-3s, z=0+t-s c:=(1,11)x(1,-3,-1) =(2,2,-4) ~ (1,1,-2)
2p; =01 => jsourovnobézné
nebo totozné
Beo ovéfime v druhé rovnici
p(B)=0-0+4-1+#0 Bgp =>jsourizné

c)
p: X+y-4z+6=0 jedna rovnice je nasobkem druhé
o 2X+2y-8z+12=0 =>p=c

d)

p: y-z-3=0 p1=(0,1,-1)

o 2X+3y+z-1=0 o1 =(2,31)

spole¢ny bod A =[2,0,-3] u=piXoL=(4,-2-2)~(2-1-1)

pNoiX=2-2tty=-t,z=-3-1

13.6 Priklad:

Je dana krychle. Urcete odchylku télesové thlopticky od
a) hrany krychle
b) stény krychle
C) od jiné t€lesové thlopiicky

Reseni:
vezmeme jednotkovou krychli a zavedeme soufadny systém

A=[000] E=[00,1]
B=[100] F=[1,0,1]
C=[1,10] G=[11,1]
D=[0,10] H=[0,11]




Vezmeme si t&lesovou uhlopticku AG = (1,1,1) ||AG| =3

a) odchylka od hrany AB = (1,0,0) |AB|| =1
cosa=1v3/3 =>  o=54%4

b)  odchylka od stény ABCD, AC = (1,1,0) ||AC|| =2
cosB=6/3 => B =35°16

c) odchylka s uhloptickou BH =(-1,1,1) |IBH|| =3

cosy=1/3 =  y=7032

13.7 Priklad:

Jak volit vySku kvédru ¢tvercové jednotkové podstavy, aby télesové uhlopticky byly na sebe
kolmé?

Resent:

A =1[0,0,0]
B =11,0,0] AG=(11.2)
G=[1,17] BH =(-1,1,2)
H=10,1,7]

AG.BH=0

Zadny kvadr se ¢tvercovou podstavou nemiize mit télesové thlopticky na sebe kolmé.

13.8 Priklad:
Body A=[2,-1,1], B=[4,-3,-9], C=[3,-2,4], D=[14,11,-5] jsou vrcholy ¢tytsténu. Urete
odchylku hrany AD od stény ABC.

Resent:
»e<0°90%>

o=90-¢
‘p'pj_‘

cos@ =c0s(90° - @) =sin® = -——-
[elle-]




AD = (12,12,-6) ~ (2,2,-1) = a |ja|]| =
AB = (2,-2,-10) ~ (1,-1,-5)
AC=(1-1,3) ~(1,-1,3)
AB x AC = (-8,-8,0) ~ (1,1,0) = b ||b|]| =2

4 22

Sin®=—==—— = 0=70°32

342 3

13.9 Priklad: odchylka stén
Urcete odchylku stén ABC, ABD ve Ctyisténu z prikladu 13.8.

Reseni:
»e<0°90%>
0 =90-¢
‘P PL‘
COSP=CosS® =
[ele.]
b=(1,1,0) normalovy vektor stény ABC
AD ~ (2,2,-1)
AB ~ (1,-1,-5)
c=ABXAD=(-11,9,-4) |c||= (121 + 81 + 16) = V218
2] 2 109
= = = = 84°3(/
COT 2218 24109 -
13.10 Poznamka: Vzdalenost bodu od roviny
COS ® = |cos o]
X~
=9 d = |JAX]| cos o = ||AX]| |cos | =
% _lpullaxfeose|_p,.AX
(= I o]
Vi

p:ax+hby+cz+d=0,

A je libovolny bod roviny, tieba A = [a;,a2,83] =>aa; + ba, +caz =-d
dany bod X = [Xo,Y0,Z0] => AX = (Xo-21,Y0-82,Z0-83)

dosadime a upravime, dostaneme



d:\ax0+by0+cz0+d\

Va* +b* +c?

13.11 Priklad:
Urcete vzdalenost bodu M = [2,3,-1] od roviny o: 5x + 4y - 7z - 1=0
aodrovinyt:Xx=r+s,y=1-r+s,z=-1+s

Reseni:
52+43-7(-1)-1 28 1410
M,o|- - -
V52 1+ 42 4+ 72 Joo 15
1={[0,1,-1], (1,-1,0), (1,1,1)} => Xx+y-2z-3=0
M= 12+13-2(-1)-3 4 26

V12 412 4 22 J6 3

13.12 Poznamka: Vzdalenost bodu od pfimky

b ;
ﬁ/ﬂ cos o = cos (90%-¢) = cos (¢-90°)=sin ¢
il

[pl4x]sine _[p < 4x]

d = ||AX]| cos @ = ||JAX]| sin ¢ = — —
|7l |7l

13.13 Priklad:

Urcete vzdalenost vrcholu A od roviny BDE a od thlopficky v jednotkové krychli
ABCDEFGH.

ReSeni:

BD =(-1,1,0)

BE =(-1,0,1)
BDxBE=(1,1,1) normalovy vektor BDE:x+y+z-1=0

|A,.BDE| =1\3=+3/3

BH = {B=[1,0,0], BH}
BH = (-1,1,1)
AB = (1,0,0) BH x AB = (0,1,-1) IABH|=2/V3=+6/3



13.14 Priklad: vzdalenost rovnob&znych rovin

Odvod'te vzorec pro vzdalenost dvou rovnobéznych rovin
p:ax+by+cz+d; =0
c:ax+by+cz+d;=0

Reseni:

A=[aj,a,a3] € p=>aa +ba;+caz+d; =0
B= [bl,bz,bg] co=>ab;+bby+cb;+d,=0
u = (a,b,c) normalovy vektor obou rovin

‘;f—lé _ ‘dl :dz‘
T

AB = (bs—a1, br-az , bz-as)
AB.u = a(b;—a;) + b(by-a2) + c(bs-a3) =d2 —d1

p.0i=|,0]-

nebo dosazenim do vzorce pro vzdalenost bodu A od roviny o

‘aa1 +ba, + ca, +d2‘ B ‘— d, +d2‘

Ja? +b +¢? Ja? + b +¢?

P, =|4,0=

13.15 Priklad:
Vypoctéte objem krychle, jejiz dvé sté€ny leZi v rovinach
3X—-2y+62-10=0, 3x—-2y+6z+4=0

Reseni:
rovnice jsou rovnob&zné =>a=|-10 - 4/N(Q + 4 +36) = 14/7=2 => V=2°=38

13.16 Poznamka: Vzdalenost dvou mimobézek

p={A U}, q={B, v}, p={A u,v}
rovina p obsahuje piimku p, proto vzdalenost mimobézek je rovna vzdalenosti bodu B od
roviny p

normalovy vektor roviny p je u XV dosadime do vzorce 13.12

AB.(U X V)
T

uxyv

13.17 Priklad:
Urcete vzdalenost DF a BG v krychli ABCDEFGH

Reseni:
DF=p={D=10,1,0], DF = (1,-1,1)}



BG =q={B=[1,00], BG=(0,11)}
DF x BG = (-2,-1,1) IDF x BG|| = V6

Ip.al=|2—-1+0|/V6=6/6

13.18 Priklad:
Je dénarovina p: 3X -4y +8z—-24=0
a) Urcete obsah trojuhelnika, jehoz vrcholy jsou A=p nox, B= pmnoy, D=pno,

2%

Reseni:

0xy=0,2z
0y:X=0,2
0, xXx=0,y

0 A =[8,0,0]
0 B = [0,-6,0]
0 D =1[0,0,3]

AD=(-8, 0, 3)
AB =(-8, -6, 0)
AD x AB = (18,-24,48)
Saasp = ¥ ||AD x ABJ| = 3 V89
E=[tuv] T=[32-1]=%([8,0,0] +[0,-6,0] +[0,0,3] + [t,u,v]) => E =[4,14,-7]
objem ¢tyisténu ABDE je roven 1/6 objemu rovnobéznosténu ABCDEFGH
Vaspe = 1/6 (AB x AD).AE = 1/6 (-18,24,-48),(-4,14,-7) =
=(-3,4,-8).(-4,14,-7) =12 + 56 + 56 = 124

KONEC



